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Vorwort zur 6. Auflage

Das hier vorliegende Skriptum entspricht dem, was die Verfasser an der Fach-
hochschule Esslingen - Hochschule fiir Technik auf dem Gebiet der Technischen
Schwingungslehre als Grundlagen anbieten.

Das Skriptum soll Studentinnen und Studenten vor allem des Maschinenbaus
eine leicht verstidndliche Einfiihrung in die Schwingungstechnik sein. Sie sollen
lernen, ein mechanisches Schwingungssystem zu analysieren. Nach allgemeinen
Ausfiihrungen zum Entstehen und zur Einteilung von Schwingungen werden
zunichst einfache Modelle, die aber wesentliche Eigenschaften der Konstruktion
wie Nachgiebigkeit und Trégheit beriicksichtigen, behandelt. Ausfiihrlich und
mit vielen Beispielen wird auf die schwingungstechnisch wichtigste Kenngrofie
,Eigenkreisfrequenz® eingegangen. Der Zusammenhang mit den vielfaltigen
konstruktiven Parametern wird erldutert. Schrittweise werden die mechanischen
und mathematischen Modelle ergénzt, um Dédmpfungen zu quantifizieren und
auch um mehrere Schwingungsfreiheitsgrade erfassen zu kdnnen. Schwingungs-
differentialgleichungen sind aufzustellen, zu interpretieren und zu 16sen und die
gefundenen Losungen sind in ihrer physikalisch-technischen Bedeutung zu ver-
stehen. Um dieses Ziel zu erreichen werden zahlreiche Beispiele mit ausfiihrli-
chen Losungen erldutert. Die Aufgaben, fiir die im Anhang Losungswerte ange-
geben sind, sollen zu selbststdndiger Arbeit anregen. Bei Beispielen und Aufga-
ben handelt es sich zum {iberwiegenden Teil um Priifungsaufgaben, die die Ver-
fasser an der Fachhochschule in den vergangenen Jahren gestellt haben.

Die fiir das Verstindnis erforderlichen mathematischen Kenntnisse werden heute
allen Studierenden an einer Fachhochschule vermittelt. Die Formelzeichen wer-
den nach DIN 1311 (Februar 2000) gewahlt.

Die 6. Auflage ist sowohl in Form und Gestalt als auch inhaltlich vollstéindig
iiberarbeitet und auch sprachlich auf den neuesten Stand gebracht worden. Dabei
ist aber besonders darauf geachtet worden, dass sowohl der ,,Reiz*“ des Biichleins
— seine praxisnahen Beispiele — als auch seine gute Didaktik — vom Einfachen
durch stetige Ergénzungen zum Schwierigen — erhalten bleibt. Uns bekannte
Unstimmigkeiten haben wir korrigiert.

Dem Teubner-Verlag mochten wir fiir die gute Zusammenarbeit unseren herzli-
chen Dank sagen.

Stuttgart und Rechberghausen, im Sommer 2005, Helmut Jédger und Roland
Mastel
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1 Grundsatzliches mit einfihrenden Beispielen

In allen Bereichen der Technik, insbesondere in den klassischen Disziplinen Ma-
schinenbau und Bauingenieurwesen, ist die sichere Auslegung von schwingen-
den Bauteilen von groBler Bedeutung. Der Zwang zu schlanker und festigkeitsop-
timierter Bauweise macht die Konstruktionen schwingungsempfindlicher. Fiir
Ingenieure in der Entwicklung und Konstruktion sind Kenntnisse einer anwen-
dungsorientierten Schwingungslehre grundlegend. Neben einfachen Modellen
der Mechanik wie Punktmasse, Starrkdrper oder elastischer Korper sind insbe-
sondere jene Methoden wichtig, die auch quantitative Aussagen iiber das
Schwingungsverhalten und die dabei auftretenden Belastungen und Beanspru-
chungen erlauben.

Unter einer Schwingung versteht man in der Mechanik meist einen sich in glei-
cher Weise wiederholenden Bewegungsvorgang, bei dem eine Zustandsgrofe
(wie z.B. der Weg oder die Winkelauslenkung) abwechselnd zu- und abnimmt.

Ein Schwingungssystem ist dariiber hinaus noch durch Systemparameter ge-
kennzeichnet, die im Falle mechanischer Systeme als Masse die Wirkung der
Trégheit, als Feder die Wirkung der Riickstellung und als Dampfer die Wirkung
der Dadmpfung charakterisieren.

Die folgenden Ausfithrungen beschrinken sich auf solche mechanische Schwin-
gungen fester Korper. Das Hauptgewicht bilden einfache diskrete Modelle
(Starrkorper, masselose Federn und Dampfer), beschreibbar mit gewohnlichen
Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit fiir die Bewegungsfreiheitsgrade
der Auslenkungen und Drehungen. Im Vordergrund stehen praktische schwin-
gungstechnische Aussagen und Folgerungen fiir die in der Regel linearen, zeitin-
varianten Systeme. Nur kurz dargestellt werden kontinuierliche Modelle mit ver-
teilter Masse und Steifigkeit fiir sehr einfache schlanke Bauteile. Schwingungen
von Fluiden werden nicht behandelt.

Die wichtigsten mechanischen Grundprinzipien wie das Grundgesetz nach New-
ton, auch in der d’alembertschen Fassung, Arbeits- und Energiesatz fiir die obi-
gen mechanischen Modelle werden als bekannt vorausgesetzt und bei Bedarf
benutzt.

1.1 Beispiele fur Schwingungsvorgange

Schwingungen treten in fast jedem Gebiet des Ingenieurwesens auf. Erste an-
schauliche Beispiele kommen aus der Fahrzeugtechnik. So gibt es fiir die Bewe-
gungen eines Kraftfahrzeuges, als ,,Ganzes™ betrachtet, eigene Bezeichnungen.
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Wiederkehrende Bewegungen in vertikaler Richtung werden Hubschwingungen
genannt, jene in Langsrichtung heiBen Ruckelschwingungen und die in Querrich-
tung nur einfach Querschwingungen. Drehbewegungen um die vertikale Hoch-
achse fiihren auf Gierschwingungen, jene um die Léngsachse zu Wankschwin-
gungen und schlieflich jene um die Querachse zu Nickschwingungen. Achsen,
Réder, einzelne Teile der Radaufthidngung koénnen in Schwingung geraten. Ge-
fahrlich konnen Flatterschwingungen der gelenkten Ridder werden. Motor und
Getriebe sind an der Karosserie meist federnd gelagert, haben die oben fiir den
Wagenaufbau als Ganzes beschriebenen Bewegungsfreiheitsgrade und kénnen
die entsprechenden Schwingungen ausfiihren. Karosseriebleche drohnen, die
Membran- und Biegeschwingungen der diinnen, elastischen Bauteile mit verteil-
ter Masse und Steifigkeit (Kontinuum) iibertragen sich auf die Luft. Torsions-
und Biegeschwingungen des Antriebsstranges konnen Kurbelwelle oder No-
ckenwelle oder Achsen gefihrden. Ventile konnen flattern, Bremsen quietschen.
Die erwihnten Schwingungen sind mdglichst zu vermeiden, oder wenigstens
mdglichst klein zu halten.

In der Schwingungstechnik gibt es auch Anwendungsfille, bei denen Schwin-
gungen technisch genutzt werden. Schwingforderer, Betonriittler, Schwingsiebe,
Riittelwalzen sind einige Beispiele. In der klassischen Uhrentechnik werden die
Schwingungen durch das Uhren-Pendel oder die ,,Unruhe* bestimmt. Heutzutage
wird dafiir die Piezotechnik eingesetzt. Im Zusammenhang mit Erdbeben kom-
men Schwingungstilger an Briicken und Hochbauten zum Einsatz.

1.2 Einteilung von Schwingungen und Grundbegriffe

Schwingungsvorginge konnen nach verschiedenen Gesichtspunkten eingeteilt
werden, je nachdem, welches Merkmal zur Unterscheidung verwendet wird.

Merkmal: Zeitlicher Verlauf

Bei den hier behandelten Schwingungen handelt es sich um deterministische Vor-
ginge. Zufallsschwingungen werden nicht behandelt. Dominierend sind periodi-
sche Schwingungen, deren harmonische Schwingungsanteile meist die Grundlage
der Beurteilung bilden. Sonderfélle wie modulierte Schwingungen, transiente bzw.
allgemein nicht periodische Bewegungen werden nicht oder nur kurz behandelt.

Merkmal: Entstehung der Schwingung
Man unterscheidet ,,autonome* und ,,heteronome* Schwingungen.

Bei einer autonomen Schwingung sind die Frequenzen ausschliellich vom
Schwingungssystem selbst bestimmt.

Freie Schwingungen, auch als Uberlagerung von Eigenschwingungen, sind eine
Untergruppe. Sie entstehen, wenn ein schwingungsfahiges System ausgelenkt
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wird und dann sich selbst iiberlassen bleibt, wenn also keine weitere Energie
zugefiihrt wird. Die dann ablaufende freie Bewegung ist eine Eigenschaft des
Systems. Bild 1.1 zeigt als Beispiel ein Fadenpendel, das aus seiner statischen
Gleichgewichtslage ausgelenkt und dann losgelassen wird. Natiirlich sind auch
Stofe am Anfang anstelle von Auslenkungen moglich, also Anfangsgeschwin-
digkeiten anstelle von Anfangsauslenkungen oder beides gleichzeitig.

Bild 1.1
Fadenpendel

Eine selbsterregte Schwingung ist ebenfalls eine autonome Schwingung. Dem
Schwinger wird im Takt der Schwingung laufend Energie zugefiihrt. Uhr und
Klingel sind hierfiir Beispiele aus dem Alltag.

Bei einer heteronomen Schwingung sind die auftretenden Frequenzen auch durch
dullere Einwirkungen auf das System bestimmt.

Erzwungene Schwingungen bilden die wichtigste Untergruppe. Einem System
werden durch z.B. periodische Krifte oder Momente Schwingungsbewegungen
aufgezwungen.

Parametererregte Schwingungen sind eine weitere Untergruppe der heteronomen
Schwingungen. Eine Systemkenngréfle (z.B. die Riickstellung) wird z.B. perio-
disch verdndert. Beim Beispiel der Schaukel verdndert der Schaukelnde den Ab-
stand des Schwerpunkts vom Aufhdngepunkt durch seine relative Wippbewegung.

Merkmal: Dampfung

Bei der ungeddmpften Eigenschwingung bleibt die Schwingweite bzw. die Amp-
litude gleich, wohingegen bei geddmpfter Eigenschwingung die Schwingweite
kleiner wird. SchlieBlich werden bei einer angefachten Schwingung (mit negati-
ver Dampfung) die Schwingweiten immer groBer (oszillatorische Instabilitét).

Merkmal: Zahl der Bewegungsfreiheitsgrade (bei diskreten Systemen)

Diese Zahl ist gleich der Anzahl der notwendigen, voneinander kinematisch un-
abhingigen Koordinaten, um die Lage bzw. die Anordnung eines Systems ein-
deutig anzugeben.

Bei Systemen mit einem Freiheitsgrad ist zur Festlegung des Auslenkungszu-
standes nur eine Lagekoordinate erforderlich. Es gibt nur eine Eigenschwin-
gungsform. Ein Beispiel ist das Fadenpendel nach Bild 1.1. Als Lagekoordinate
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wird der Auslenkungswinkel festgelegt. Beim Modell einer masselosen, aber
elastischen Welle mit einer Einzelmasse nach Bild 1.2 entspricht die Lagekoor-
dinate der Durchbiegung der Welle am Ort des Massenpunktes.

Bei Systemen mit mehreren Freiheitsgraden sind zur Festlegung des Auslen-
kungszustandes mehrere Lagekoordinaten erforderlich. Die Bilder 1.3 und 1.4
zeigen einige Beispiele. Das Systemmodell der elastischen, aber masselosen
Welle mit zwei Einzelmassen (Bild 1.3) hat zwei Freiheitsgrade, falls nur die
kleinen Querbewegungen in der Ebene betrachtet werden. Die Schwingerkette
mit drei gefithrten Einzelmassen hat drei Freiheitsgrade. Das Doppelpendel und
die mit Federn gekoppelten Pendel haben jeweils zwei Freiheitsgrade.

m, m,

I
m

Bild 1.2  Biegeschwinger mit einem Bild 1.3  System mit zwei Freiheitsgra-
Freiheitsgrad den — Erste und zweite Eigen-
schwingungsform

-
-7
-
b

/7'|77 a

Bild 1.4  Systeme mit mehreren Freiheitsgraden
a drei Freiheitsgraden: Schwingerkette
b, ¢ zwei Freiheitsgraden: Doppelpendel bzw. Pendel mit Federkopplung
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Merkmal: Bewegungsform

Im Hinblick auf das oft benutzte Balkenmodell fiir schlanke Bauteile ist die Un-
terscheidung von Schwingbewegungen in Balkenldngsrichtung als Ldngs- oder
Longitudinalschwingung, in Querrichtung als Quer- oder Transversalschwin-
gung und bei Verwindung als Verdreh- oder Torsionsschwingung vorteilhaft,
insbesondere bei entkoppelter Betrachtung.

Merkmal: Schwingungsdifferentialgleichung

Beim linearen Schwinger treten in den Bewegungsdifferentialgleichungen nur
lineare Glieder auf, so z.B. eine Dehnfeder mit linearer Kennlinie. Es gibt keine
Multiplikationen der Bewegungsgroflen. Es gibt dann invariante Systemkenn-
groflen (z.B. die Eigenkreisfrequenzen). Eine weitere wichtige Eigenschaft linea-
rer Systeme ist die Giiltigkeit des Superpositionsgesetzes: Die Antwort auf eine
Summe von Einzelerregungen ist gleich der Summe der Einzelantworten.

Bei nichtlinearen Schwingern treten in den Bewegungsdifferentialgleichungen
auch nichtlineare Glieder (Produkte von Bewegungsgrofien) auf, so z.B. eine
Dehnfeder mit progressiver Kennlinie. Die Phdnomene nichtlinearer Schwingun-
gen sind vielfdltig. Es gibt keine Invarianten mehr. So ist z.B. die ,,Eigenkreis-
frequenz“ von den Anfangsbedingungen, d.h. von den sich einstellenden
Schwingweiten abhéngig. Nichtlineare Schwinger werden hier nur vereinzelt
behandelt. Sehr hédufig fithren Linearisierungen zu befriedigenden Aussagen.

1.3 Periodische Funktionen

Zur analytischen Beschreibung von Schwingungsvorgéngen werden Zustandgro-
Ben eingefiihrt, etwa — wie bei den Systemen der Bilder 1.1 bis 1.4 — Langen-
oder Winkelkoordinaten. Das Schwingungsverhalten ldsst sich dann durch die
Eigenschaften der Zeitfunktionen charakterisieren, nach denen sich solche Zu-
standgroBen dndern. Haufig spielen periodische Funktionen eine grofle Rolle.
Eine Funktion f(¢) ist periodisch, wenn

fO=7@+T) (1.1

gilt. Darin ist T die Periode, auch Periodendauer oder Schwingungsdauer ge-
nannt. Aus (1.1) folgt, dass auch

fO=ft+D=f+2D)=...=f(@t+nT), n=1,2,3 ...
gilt. Die bekanntesten periodischen Funktionen sind die Sinus- und die Kosinus-
funktion

sin p=sin (p+n2m), cosp=cos(p+n2m), n=1,2,....
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Zur Beschreibung von Bewegungsvorgédngen sind sie mit linearer Zeitabhiangig-
keit ¢(f) = wt oder ¢(f) = wt + ¢y von elementarer Bedeutung. Sie werden als
harmonische Zeitfunktionen bezeichnet und ausfiihrlich in Kap. 2.1 behandelt.

Allgemeinere periodische Funktionen kénnen unterschiedlichste Verldufe haben
(Bild 1.4).

fio 4

t+7 t+2T t

Bild 1.4  Beispiel einer periodischen Funktion

Anmerkung: Entsprechend zu (1.1) gilt auch fiir die Ableitungen
f@O=f@+T), fO)=F@+T),...,

sofern die Funktion an der Stelle ¢ differenzierbar ist.



2 Harmonische Bewegung und Fourier-Analyse
periodischer Schwingungen

2.1 Darstellung und Eigenschaften harmonischer
Schwingungen

Wegen der elementaren Bedeutung der harmonischen Funktionen werden sowohl
diese als auch deren Uberlagerungen genauer betrachtet.

Durch Parallelprojektion der gleichformigen Kreisbewegung eines Punktes P
auf eine Gerade senkrecht zur Projektionsrichtung entsteht eine hin- und herge-
hende geradlinige Bewegung des Punktes P, die man harmonische Bewegung
nennt (Bild 2.1).
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Bild 2.1  Erzeugung der harmonischen Bewegung
a  Gleichformige Kreisbewegung des Punktes P
b Harmonische Bewegung des Punktes P auf der x-Achse
¢ x, t-Diagramm der Bewegung des Punktes P
d Mechanische Erzeugung der harmonischen Bewegung durch ein Kreuz-
schleifengetriebe

Aus Bild 2.1a liest man fiir die Auslenkung des Punktes P unmittelbar
X=X sin @ 2.1)



