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Noch einmal zu den Grundlagen:
Algebra und Geometrie

In diesem Kapitel. . .
Operationen an Briichen
Die elementare Algebra aufpolieren

Die Geometrie ins Lot bringen

ch weif3, ich weiR. Dies ist ein Ubungsbuch zur Analysis, was soll also dieser ganze

Aufstand von wegen Algebra und Geometrie? Keine Sorge, ich werde nicht allzu viele
kostbare Seiten mit Algebra und Geometrie vergeuden, aber diese Themen sind ziemlich
wichtig fiir die Analysis. Ohne Algebra konnen Sie keine Analysis betreiben — Sie kénnen ja
schlieRRlich auch keine franzosischen Gedichte ohne Franzosischkenntnisse schreiben. Und
Elementargeometrie (ohne geometrische Beweise!) ist deswegen so entscheidend, weil es bei
der Analysis haufig um praktische Probleme mit Winkeln, Steigungen, Formen und so weiter
geht. In diesem Kapitel — und in Kapitel 2, in dem es um Funktionen und Trigonometrie
geht — stelle ich Thnen deshalb ein paar schnell 16share Aufgaben, sodass Sie Ihr Wissen wieder
auffrischen konnen. Falls Sie all dies bereits aus dem Effeff beherrschen, blittern Sie weiter
zu Kapitel 3.

Falls Sie bei ein paar Fragen danebenliegen und nicht genau wissen, warum, dann
lesen Sie in Thren alten Lehrbiichern nach oder sehen Sie sich den Uberblick {iber
die Voraussetzungen der Analysis in Analysis fiir Dummies an. Es ist wirklich
wichtig, diese Grundlagen stindig parat zu haben.

Der Frust mit den Briichen

Viele Schiiler hassen Briiche. Vielleicht hat ihnen das Konzept nicht gleich zu Beginn
eingeleuchtet, und mit jedem weiteren Mathekurs ist der Umgang mit Briichen dann immer
frustrierender fiir sie geworden.

Aber ohne ein Verstandnis fiir Briiche werden Sie die Analysis nicht verstehen. Die Definition
der Ableitung selbst beispielsweise basiert auf einem Bruch, der als Differenzenquotient

bezeichnet wird. Und dartiber hinaus ist auch das Symbol fiir die Ableitung, Z—Z, ein Bruch.

Wenn Sie also nicht mehr ganz fit beim Thema Briiche sind, sollten Sie sich schnell an die
folgenden Aufgaben machen!
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s Aufgabe
o> I e e Y E
} osen oie b d
a ©
2. Losen Sie - + =
osen oie 5 d

Lisung

1. %. Fiir die Multiplikation von Briichen multiplizieren Sie den Nenner mit dem Nenner

und den Zahler mit dem Zahler. Hier wird nicht kreuzmultipliziert!

g L& _ 4 ¢ _ = @ Um durch einen Bruch zu dividieren, bilden Sie den Kehrbruch
b d b ¢ bc
des Bruchs und multiplizieren damit.
Aufgabe 1 Aufgabe 2
. .5 . .0
2 - 2 =
Losen Sie 0= Losen Sie 0=
Aufgabe 3 Aufgabe 4
Ist 3a+b gleich atb ? Warum oder warum Ist 3a+b gleich [2? Warum oder warum
3a+c a+c 3a+c
nicht? nicht?
Aufgabe 5 Aufgabe 6
Ist % gleich —C? Warum oder warum nicht? Ist % gleich —? Warum oder warum nicht?

Algebraisches Allgemeinwissen: Was lhnen bei jeder
Misswahl abverlangt wird ...

Dieser Abschnitt bietet einen kurzen Uberblick {iber Grundlagen der Algebra, wie etwa
Faktoren, Potenzen und Wurzeln, Logarithmen und Quadrate. An diesen Grundlagen fiihrt
kein Weg vorbei!
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Aufgabe

6

1. Faktorisieren Sie 9x* — y/5.

2. Schreiben Sie x3/> ohne Bruchpotenz.

Lisung

L =8 =@ -y x G2+

Dies ist ein Beispiel fiir das allerwichtigste Faktorisierungsmuster, die dritte binomische

Formel:

@ -b*=@-ba+b)

Merken Sie sich das, und wenn Sie schon dabei sind, auch gleich die beiden anderen

binomischen Formeln:
a® +2ab + b* = (@ + b)?

a® = 2ab + b% = (a - b)?

Wichtig: Diese Formeln miissen Sie »vorwarts und riickwarts« konnen (und das am

besten im Schlaf)!

3
2. X35 = 33 = {/x". Vergessen Sie nicht, wie Bruchpotenzen funktionieren!

Aufgabe 7

Schreiben Sie x~3 ohne negative Potenz.

Aufgabe 9

Ist (a + b + ¢)* dasselbe wie a* + b* + c*?
Warum oder warum nicht?

Aufgabe 11

Ist Va? + b? dasselbe wie a + b? Warum oder
warum nicht?

Aufgabe 8

Ist (abc)* dasselbe wie a*b*c*? Warum oder
warum nicht?

Aufgabe 10

Schreiben Sie 1/ 4/x unter Verwendung eines
einzigen Wurzelzeichens.

Aufgabe 12

Schreiben Sie log, b =cals
Exponentialgleichung.
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Aufgabe 13 Aufgabe 14

Schreiben Sie log. a —log, b als einen Schreiben Sie log 5+ log 200 als einen
einzigen Logarithmus. einzigen Logarithmus und lésen Sie ihn auf.
Aufgabe 15 Aufgabe 16

Losen Sie 5x% = 3x + 8 unter Verwendung der Losen Sie |3x +2| > 14.

Quadratformel (abc-Formel/

Mitternachtsformel) nach x auf.

Geometrie: Wer soll das je brauchen?

Mithilfe der Analysis kénnen Sie Probleme aus dem tédglichen Leben losen, bei denen es
um Oberflachen, Volumen und Formen geht. Beispielsweise konnen Sie das Volumen einer
zylinderférmigen Suppendose so grofd wie moglich machen oder die Belastung an einem
in parabolischer Form hingenden Kabel bestimmen. Sie sollten deshalb die grundlegenden
geometrischen Formeln fiir Linge, Fliche und Volumen kennen. Auf3erdem benétigen Sie die
wichtigsten Kenntnisse tiber Dinge wie etwa den Satz von Pythagoras, die Strahlensitze und
grundlegende Koordinatengeometrie, wie etwa die Distanzformel.

Aufgabe
1. Wie grof ist die Flache des abgebildeten Dreiecks?
X V3
.
\13

2. Wie lang ist die Hypotenuse des Dreiecks aus dem obigen Beispiel?

Lisung
/39
1. —
2

Flachep,ipcr = %Grundlz'nie - Hohe

-1.viva
_ V39

2
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2. x=4
Mit dem Satz des Pythagoras ist

@ +b? = ¢

x? = a® +b*

2 2
2 =v13 +V3
2 =13+3
2 =16

X
x=4

Aufgabe 17

Tragen Sie die zwei fehlenden Langen fiir die
Seiten des Dreiecks in der folgenden
Abbildung ein.

10

30° =

Aufgabe 19

Bestimmen Sie die Lingen der Seiten a, b des
nachfolgend abgebildeten Dreiecks.

Aufgabe 18

Wie lang sind die Seiten a, b in dem
nachfolgend abgebildeten Dreieck?

607

Aufgabe 20

1. Wie grof ist die Gesamtfliche des Fiinfecks
in der folgenden Abbildung?

2. Wie groR ist der Umfang?

AN 60°

N 160°
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Aufgabe 21 Aufgabe 22
Berechnen Sie die Fliche des nachfolgend Welche Steigung hat die Strecke P_Q?
gezeigten Parallelogramms.
y
4 (c,d), @
45°
10
p {a,b)

X
Aufgabe 23 Aufgabe 24
Wie lang ist die Strecke zwischen P und Q in Wie lauten die Koordinaten des Mittelpunkts
der Abbildung zu Frage 22? von PQ in der Abbildung zu Frage 22?

Lisungen fiir diese einfachen Elementaraufgaben

1. Losen Sie 5/0 = ?. 5/0 ist nicht definiert. Verwechseln Sie das nicht mit etwas wie 0/8, was

gleich 0 ist. Wenn Sie sich diese beiden Briiche in Form einer Steigung (Z;};Z

hat 5/0 eine Hohe von 5 und eine Ldange von 0, wodurch Sie eine vertikale Gerade erhalten,
die eine unendliche Steilheit oder Steigung aufweist. co ist aber keine Zahl, daher ist
diese Steigung nicht definiert. Oder denken Sie einfach daran, dass es unmoglich ist, auf
einer vertikalen Strale zu fahren. Der Bruch 0/8 dagegen hat eine Hohe von 0 und eine
Ldnge von 8, womit Sie eine horizontale Gerade haben, die tiberhaupt keine Steilheit hat
und damit eine ganz gewohnliche Steigung von null aufweist. Nattirlich ist es auch vollig
alltaglich, auf einer horizontalen Straf3e zu fahren.

) vorstellen,

2. 1% = 0 (siehe Losung Aufgabe 1).

da+b
3a+c
In diesem Bruch liegt im Zahler und Nenner eine Summe vor. Merkregel:

3. Ist dasselbe wie Z ::_—lc)? Nein. Die 3 kann nicht gekiirzt werden.

»Aus Differenzen und Summen kiirzen nur die Dummenx.

Sie konnen das auch ganz leicht an einem Zahlenbeispiel tiberpriifen: Wahlen Sie a = 1,
b =2, ¢ = 3. Sie erhalten 5/6 beziehungsweise nach Kiirzen 3/4, und das ist nun mal nicht
das Gleiche.
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4, Ist 3a+b
3a+c

gleich g? Nein. 3a kann nicht gekiirzt werden (siehe obige Merkregel).

5. Ist %ﬁ gleich %? Ja. Sie konnen 4 kiirzen, denn jetzt liegt im Zahler und Nenner jeweils

ein Produkt vor. Etwas ausfuihrlicher sieht das Prozedere so aus:

4ab 4 ab ab ab
Y _1.£2_Y
4ac 4 ac ac ac

Okay — das war jetzt wltraausfithrlich, und Sie sollten das auch ohne die ganzen
Zwischenschritte hinkriegen!

6. Ist 4ab gleich é? Ja. Sie konnen 4a kiirzen.
4ac c

7. Schreiben Sie x3 ohne negative Potenz. 13
x

8. Ist (abc)* gleich a*b*c*? Ja. Exponenten verteilen sich iiber die Multiplikation.

9. Ist (a + b +c)* gleich a* + b* + ¢*? Nein! Exponenten verteilen sich nicht iiber Addition
(oder Subtraktion).

Wenn Sie an einer Aufgabe arbeiten und sich nicht mehr an die algebraische Regel
erinnern, probieren Sie, die Aufgabe mit Zahlen statt mit Variablen zu berechnen.
Ersetzen Sie die Variablen durch einfache, ganze Zahlen und berechnen Sie die
numerische Aufgabe. (Verwenden Sie aber moglichst nicht 0, 1 oder 2, weil diese
Zahlen spezielle Eigenschaften aufweisen, die Ihr ganzes Beispiel zunichtemachen
konnten: Zum Beispiel ist 2 + 2 = 2 - 2, aber die Addition und die Multiplikation
sind sicher nicht das Gleiche!) Was fiir Zahlen funktioniert, funktioniert auch
fur Variablen, und was fiir Zahlen nicht funktioniert, funktioniert auch nicht fiir
Variablen. Aber Achtung: Ein einzelnes Zahlenbeispiel (oder auch eine Billion
davon) ist noch kein Beweis, dass eine Formel immer richtig ist — hingegen
genligt ein einziges Gegenbeispiel, um zu zeigen, dass die Formel nicht richtig
ist! Beachten Sie, was passiert, wenn Sie das obige Beispiel unter Verwendung
von Zahlen ausprobieren:

G+4+6) 23" 444 46

134 281 + 256 + 1296
28561 # 1633

10. Schreiben Sie \3/ {/E unter Verwendung eines einzigen Wurzelzeichens. \3/ {‘/.; = 1{/;

11. Ist Va? + b2 gleich @ + b? Nein! Die Erklarung ist im Grunde genommen dieselbe wie
fiir Aufgabe 9. Uberlegen Sie Folgendes: Wenn Sie die Wurzel zu einer Potenz machen,
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erhalten Sie Va2 + b2 = (a® + b2)!/2. Weil Sie aber die Potenz nicht verteilen kénnen, ist
@ + b2 £ @)% + b*)'/? oder a + b, und damit ist Va2 + b2 # a +b.

12. Schreiben Sie log, & = c als Exponentialgleichung. a® = &.

13. Schreiben Sie log, a —log,. b als einen einzigen Logarithmus. logC%.

14. Schreiben Sie log 5 + log 200 mit einem einzigen Logarithmus und lésen Sie dann.
log 5+1log 200 =1log (5-200)=1og 1000 = 3.

Wenn Sie »log« ohne Basiszahl sehen, ist in diesem Buch die Basis 10 gemeint. Lei-
der gibt’s einigen Kuddelmuddel bei den Bezeichnungen: Viele Autoren verwenden
»lg« fiir den Zehnerlogarithmus und »In« fiir den natiirlichen Logarithmus (Basis
e) — das ist der mathematische Standard im deutschen Sprachraum. Excel ver-
wendet hingegen »log« fiir den Zehnerlogarithmus und »In« fiir den natiirlichen
Logarithmus; und in Matlab heifden die Logarithmen »log« und »log10«.

15. Losen Sie 5x% = 3x + 8 unter Verwendung der Quadratformel nach x auf. x; = 8/5,
xo = —1. Fangen Sie damit an, 5x* = 3x + 8 umzuformen in 5x? — 3x — 8 = 0, weil auf
einer Seite der Gleichung eine Null stehen muss, wenn Sie die Mitternachtsformel
anwenden wollen.

Die Mitternachtsformel besagt, dass fiir die Gleichung ax* + bx 4+ ¢ = 0 die Losungen

v —b + Vb% —dac
B 2a
nicht negativ — sonst gibt es keine reellen Losungen). Wenn Sie 5 fiir @, —3 fiir 6 und —8

fur ¢ einsetzen, erhalten Sie nach kurzer Rechnung die Ergebnisse 8/5 und —1.

16. Losen Sie |3x +2| > 14.x < —% ux >4,

lauten (vorausgesetzt natiirlich, die Diskriminante b? — 4ac ist

a. Wandeln Sie die Ungleichung in eine Gleichung um: |3x + 2| = 14.
b. Losen Sie die Betragsgleichung.

x+2=14 x+2=-14
3x=12 oder 3x=-16

16

=4 - _20

X X 3

c. Stellen Sie beide Losungen auf einem Zahlenstrahl dar (siehe folgende Abbildung). (Fiir
> und < sind hier kleine Kreise dargestellt; waren > oder < in der Aufgabenstellung
vorgekommen, wiirde die Darstellung ausgefiillte Punkte verwenden.)

-16 4
3

d. Probieren Sie jeweils eine Zahl aus jedem der drei Bereiche auf dem Zahlenstrahl in
der urspriinglichen Ungleichung aus.

32



Trim Size: 176mm x 240mm Ryan cOl.tex V3-13.Februar2015 3:11P.M. Page 33

&

1 > Noch einmal zu den Grundlagen: Algebra und Geometrie

Hier verwenden wir —10, 0 und 10.

3-(-10)+2]>14 ?
[-28] > 14 ?
28>14 7

Das ist richtig, Sie konnen also den linken Bereich markieren.

[3-0)+2|>14 ?
2>14 ?

Das ist falsch, der mittlere Bereich darf also nicht markiert werden.

[3-(10)+2| > 14 ?
[32] > 14 ?
32>14 7

Das ist richtig, Sie konnen also den Bereich auf der rechten Seite markieren. Die
folgende Abbildung zeigt das Ergebnis. x kann eine beliebige Zahl aus den Bereichen
sein, die in der Abbildung markiert sind. Und so lautet Ihre Losung:

-16 4
3
e. Wenn Sie Wert darauf legen, konnen Sie diese Losung auch in Symbolschreibweise

darstellen.

Weil x eine Zahl aus dem linken Bereich oder eine Zahl aus dem rechten Bereich sein
kann, ist dies eine Oder-Losung (U) oder eine Vereinigung von Mengen (U). Wenn Sie
alles aus beiden Bereichen auf dem Zahlenstrahl einbeziehen wollen, driicken Sie dies
als die Vereinigung der beiden Bereiche aus. Die Losung in Symboldarstellung lautet
also:

X < —? U x>4 (xerfiillt die erste oder die zweite Aussage)

oder in Mengenschreibweise:
{x < —?} U {x>4} (xist Element der ersten oder der zweiten Menge)

Wiare nur der mittlere Bereich markiert, hitten Sie eine Und-Losung (n) oder eine
Schnittmenge (n). Wenn Sie nur den Bereich auf dem Zahlenstrahl wollen, wo sich
die beiden Bereiche tiberlappen, verwenden Sie die Schnittmenge der beiden Bereiche.
Unter Verwendung der obigen Beispielpunkte auf dem Zahlenstrahl wiirden Sie die
Losung fiir den mittleren Bereich wie folgt ausdriicken:

X < —? N x>4 (xerfillt die erste und gleichzeitig die zweite Aussage)
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oder in Mengenschreibweise:
{x < - 13—6 } N{x>4} (xist Elementder ersten und gleichzeitig der zweiten Menge)

Welche Darstellung man wiahlt, ist letztlich Geschmackssache.

Denken Sie in Bezug auf die Betragswerte unbedingt daran, dass \/x_ = |x| ist.
\/ﬁ ist nicht gleich +x: Fir x > 0 ist \/ﬁ = x, fir x < 0 ist hingegen \/x_ = —X.

17. Tragen Sie die beiden fehlenden Seitenlingen fiir das Dreieck ein. a = 5 und b = 5\/3.
Dies ist ein 30°-60°-90°-Dreieck. Alles klar?

18. Tragen Sie die beiden fehlenden Seitenlingen fiir das Dreieck ein.

a=—odr8\/—
\/5 3

16 oder —16\/3
\/3 3

b=

Noch ein 30°-60°-90°-Dreieck!

19. Tragen Sie die beiden fehlenden Seitenlingen fiir das Dreieck ein. a = 6 und b = 6\/5.
Kennen Sie sich aus mit 45°-45°-90°-Dreiecken?

s\f

20. 1. Wie grof ist die Flache des Fiinfecks? 50 + ——
Das Quadrat ist % mal 7 grofd (weil ein halbes Quadrat ein 45°-45°-90°-Dreieck
2 2

ist), seine Flidche ist also 10 /10 _ 100 _ 50. Das gleichseitige Dreieck hat eine

Viva
Basis von 10 oder 5\/5, seine Hohe ist also 5\/3—\/5

gleichseitigen2 Dreiecks ein 30°-60°-90°-Dreieck ist). Die Fliche des Dreiecks ist
o %(5\/5)(5\2/6> 2512 _ 50v3 252\/5

4 4
50+%§.

(weil die Hilfte eines

. Die Gesamtflache betragt damit

2. Wie grof3 ist der Umfang? 25 \/E

Die Seiten des Quadrats sind 10 oder 5\/5, ebenso wie die Seiten des gleichseitigen

2
Dreiecks.
Das Fiinfeck hat fiinf Seiten, der Umfang betragt also 5 - 5\/5 oder 25 \/5
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21. Berechnen Sie die Flache des Parallelogramms. 20\/5.

Die Hohe ist % oder 2\/5, weil die Hohe einer der Schenkel eines 45°-45°-90°-Dreiecks
2
ist, dessen Basis 10 ist. Weil die Flache eines Parallelogramms gleich der Basis multipliziert

mit der Hohe ist, ist die Flache 10 - 2\/5 oder 20 \/E

Hohe
Linge’

22. Welche Steigung hat PQ? %. Steigung =

23. Wie weit ist 2 von Q entfernt? \/(c —a)? + (d - b)%.

Merken Sie sich, dass Abstand = /(xy — x1)% + (Y5 — y;)? ist.

24. Wie lauten die Koordinaten des Mittelpunkts von P_Q? ‘%, #

einer Strecke ist gegeben durch den Mittelwert aus den beiden x-Koordinaten und den
Mittelwert aus den beiden y-Koordinaten.

. Der Mittelpunkt
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